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P1. Sea (X,Y) un vector aleatorio con densidad conjunta:

e ™ )<z < oo, 0<y<oo

fX,Y(%y) = {

0 en otro caso

= ;Son X e Y independientes?
» Calcule P(Y < kX), V k.

P2. sea f(z,y) = cye® para x <y < 0; f(x,y) = 0 para el resto.

a) Calcule ¢ para que la funcién anterior sea una densidad conjunta para los vectores (z,y).
Conociendo ¢, obtenga las funciones de distribuciéon conjunta, marginales y condiciona-
das.

b) Dado x = x, fijo, determine la esperanza de Y como variable aleatoria.

c) Dado y = y, fijo determine la esperanza de X como variable aleatoria.
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Soluciones:

P1.

= Para ver si X e Y son independientes, notemos que la funcién de densidad conjunta
puede reescribirse como: para x,y > 0

Fxy (@,y) = Aue 71 = (\e™ ) (ue ) = g() - h(y)

Donde g y h son dos funciones que sélo dependen de una sola variable, mas atn, ambas
corresponden a la densidad de una exponencial de pardmetros y u, respectivamente.
Por lo tanto, como pude separar la densidad conjunta en la multiplicacion de dos densi-
dades, una para X y una para Y, entonces podemos concluir que X e Y son variables
exponenciales independientes.

» Para un k dado, el evento {Y < kX } determina una cota para la variable Y en funcién
de la variable X, sin embargo, bajo esta interpretacién del conjunto, no hay cota para
la variable X, por lo tanto eventualmente, la variable Y podria tomar cualquier valor,
siempre y cuando kX sea mayor que esto. Entonces los intervalos de integracién seran
las cotas para Y, es decir (0, kX)), junto a toda la semi recta real positiva para la variable
X:

o) kx
P(Y < kX) = /O < 0 fX,y(x,y)dy> dz

© kx oy e Hkz 1
= /\,u/ e / e Mdy | doe = )\u/ I +— | dx
0 0 0 1 u

o B 1 1 A ke
=\ Ax (>\+ku)$d > :)\<_ >:1_ _
</0 c c v X At ku Atk At kg




a) Recordemos que una funciéon de densidad debe ser no negativa para todo valor (z,y) €
R?, ademas la integral esta funcién en todo el plano real debe ser una constante igual a
1. Considerando esto, imponemos la condicién de que la integral sea igual a 1:

0 y
1 :/ fx,y)dxdy :/ / cye®dzdy
R2 —o00 J—o0

0 Y 0
:c/ y(/ e"”dx)dyzc/ yeldy = —c

l=—-c=—c=-1

Luego la funcién fxy integra 1 en todo el espacio, y es facil mostrar que toma valores
positivos o nulos para cualquier punto (z,y) € R?.

= Densidades marginales: Para calcular las densidades marginales, fijamos un pun-
to en una sola coordenada, luego integramos sobre todo el dominio de la segunda
variable generado por el punto tomado. Por ejemplo, tomemos un valor xz, € R_,
este valor dado obliga a la variable y a permanecer en el conjunto [z,, 0] por lo tanto,
la densidad marginal para X es:

2

’ 0 x ‘To x
fx (o) :/ f(xmy)dy:/ —yetody = e’

Notamos que esta funcién es siempre positiva o cero, ademas integra 1 en el intervalo
(—00,0) por lo calculado al principio.
Del mismo modo, eligiendo ahora un valor y,, sabemos que la variable x solo puede

tomar valores dentro del intervalo (—oo, y,], por lo tanto la densidad marginal para
Y es:

Yo Yo Yo
fY(yo) = f($, yo)d:U = / —yoe dr = _yo/ e’dr = —y.e¥°
—0o0 — 0o —0o0

= Densidades condicionales: Cuando quiero calcular una probabilidad condicional,
divido el espacio y reparto todas las probabilidades en conjuntos que cumplan la
condiciéon que me dan. En este caso sera el valor de una de las variables. Por ejemplo;
si afirmamos que la variable X toma un valor z, fijo, la probabilidad de Y dado que
X = x, estard dada por la densidad condicional, calculada de la siguiente formas:

f(xo,y) _ —ye™ _ =2y
X = [L‘O = = =
Sl =) = S = =

Acd, f(x,y) es la densidad conjunta y fx(z) es la densidad marginal de X. Caso
andlogo pasa para la probabilidad de X condicionada a valores de Y.

La probabilidad de X dado Y = y,, donde ¥, es un valor fijo para Y, estd dada por
la siguiente densidad:

laly =) = L5 08  TWh oo




b)

;,Cudl es el valor esperado que tomara Y para un valor X = z, fijo? A este dato se
le llama FEsperanza condicional y se denota como E(Y|X = z,), es bastante intuitivo
pensar que; si Y es dependiente de X, entonces este valor esperado sera dependiente del
x, fijado inicialmente, por lo tanto tenemos que E(Y'|X = z,) tiene que ser una variable
de x,. La forma de calcularla es exdctamente la misma que las esperanza pero usando
las densidades condicionales, para esto es necesario considerar el intervalo de integracién
segin el caso dado z,.

Para este caso particular, si X = z,, entonces y € [z,,0]:

0 2y
EYIX =)= [ y- fylX =ao)dy = / dy = / yidy = =2
xo Zo
Podemos notar que el valor devuelto no debe ser necesariemente posittivo o acotado
(como las probabilidades) pero si debe ser consistente al contexo del problema. En este
caso, el valor esperado se encuentra en el intervalo donde Y esté definido (el intervalo
[0, 0]) v eso era lo obvio que debia suceder.

Anidlogamente al caso anterior, dado un valor para Y, podemos obtener el valor esperado
para la variable X calculando su esperanza condicional E(X|Y = y,). Recordamos que;
dado Y = y,, x € (00, y,], entonces:

B =y = [

—00

Yo
f(z]Y =yo)dx = / xe® Yodx

—00

Yo

=g Y / xetdr = e Yo (y,e¥e —e¥°) =y, — 1
—0o0

Propuesto: Considere g(z,) = E(Y|X = z,) y h(yo) = E(X|Y = y,) dos funciones

univariables de X e Y, respectivamente. Usando las densidades marginales para estas
variables, muestre que E(g(X)) = E(Y), y que E(h(Y)) = E(X).



